









On Relations Between Enhancing Theorems of the Methods of the Murase's 
Successive Approximations of a Cubic Equation and the Enhancing Theorems 
















』）を著した．村瀬はこの書において，ある種の 3 次方程式を 3 通りの逐次近似法で解くという，
世界数学史上でも稀有な計算を成し遂げた．§1 は『算法勿憚改』にある 3 次方程式の逐次近似法
の説明である．§2 はこれらの拡張定理Ⅰである．さらに§3，4，5 は拡張定理Ⅱ，Ⅲ，Ⅳである．
§5 はこの論文の主テーマである．それは村瀬の拡張漸化式とニュートンの拡張漸化式の関連を与
える．定理 31 は主定理である．§6 はパソコンを使い，村瀬の拡張漸化式，ニュートンの漸化式
および村瀬・ニュートンの拡張漸化式の数値計算を行う．§7 においてこれらを考察・比較する．
§8 は村瀬の逐次近似法の考え方とその歴史的考察である．§9 はまとめである．§10 は本稿の内
容から，コンピュータ実習および数学教育の教材を与える．§11 は研究課題である．
Abstract
　Yoshimasu Murase(Sado Niigata・Tokyo・Chiba) wrote the Sanpo Hutudankai(算 法 勿 憚 改)
(1673, 1674) or Sangaku－Yenteiki(算学淵底記)(1681). Murase performed rare calculations in the 
world mathematics history to solve a certain cubic equation by methods of successive 
approximation in this book. §1 is an explanation of methods of successive approximations of a 
cubic equation in "算法勿憚改". §2 gives enhancing theoremsⅠof them. Furthermore,§3, 4, 5 
gives enhancing theoremsⅡ , Ⅲ, Ⅳrespectively. §5 is a main theme of this paper. It give 
relations between the Murase's enhanced recurrence formulas and Newton's enhanced 
recurrence formulas(methods), and Theorem 31 is the main theorem. §6 calculate the Murase's 
enhanced recurrence formulas, Newton's recurrence formula and Murase・Newton's enhanced 
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recurrence formula by a personal computer. §7 give the comparisons and considerations of 
them. §8 state the idea of the approximation methods of Murase and the historical 
considerations of them. §9 is settling. §10 give the teaching materials of the computer 







70］）これは図 1 のような炉縁の体積を 192 立法寸とす
るとき，一辺が 1 尺 4 寸（＝14 寸）のとき，幅と高さを
求めよ，という問題である．
　この問題の方程式を作る．太さを x とおくと，縦 x，
横（幅）14－x，高さ x の直方体を 4 個組み合わせると炉






　第 1 法 （1．3）
村瀬は，x0＝0 を初期値として，x1＝1.85，x2＝1.97，x3＝1.9936 と逐次計算して，解 x＝2 を決定
している．













　第 3 法の文章は長年未解読であったが1，2009年 6 月に藤井康生が解読に成功する．それは次式
である．




























p－a2xp－2－a3xp－3－…－ap－1xn－app－1 n n n
n＋1 mxn＋a1
１ 　藤原松三郎『明治前日本数学史』第一巻（1979, pp. 368－370）は，村瀬の逐次近似法は「特に注意を要する」
と述べている．しかし「第 3 法は正式に三次方程式を解く方法である」とだけ記している．藤原は村瀬の漸化式








































































p －a2xp－2－a3xp－3－…－ap－1xn－apn n n
n＋1 xp－2（mxn＋a1）n
x ＝－a2x






x ＝ －a2xn－a3n＋1 xn（xn＋a1）
x ＝（m－1）x
p－a1xp－1－…－aq－1xp－（q－1）－aq＋1xp－（q＋1）－…－ap－1xn－app－q n n n n
n＋1 mxq＋aqn
x ＝














例　4　2 次方程式 x2＋a1x＋a2＝0 のとき，（3．8）に当てはめると次式になる．
 （2．9）






























































p －ap－（q－1）xq－1－ap－（q－2）xq－2－…－ap－1xn－apn n n ）
1/q





（m－1）xp－（ak＋1xp－（k＋1）＋ak＋2xp－（k＋2）＋…＋ap－1xn＋ap）p－k n n n
n＋1 mxk＋a1xk－1＋a2xk－2＋…＋ak－1xn＋akn n n
x ＝
（m－1）xp－ap－（q－1）xq－1－ap－（q－2）xq－2－…－ap－1xn－apq n n n
n mxp－q＋a1xp－（q＋1）＋a2xp－（q＋2）＋…＋a xp－（q＋（p－（q＋1）））＋ap－qxp－（q＋（p－q））n n n p－（q＋1） n n
x ＝
－ak+1xp－（k＋1）－ak＋2xp－（k＋2）－…－ap－1xn－app－k n n
n＋1 xk ＋a1xk－1＋a2xk－2＋…＋ak－1xn＋akn n n
x ＝ －ap－（q－1）x
q－1－ap－（q－2）xq－2－…－ap－1xn－apn nq
















































x ＝xn－ f（xn）n＋1 f '（xn）
f（x0＋h）＝f（x0）＋f'（x0）・h＋ f''（x0）h2＋f '''（x0）h3＋……＝02! 3!
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である．この接線が x 軸と交わる x 座標は
 （5．7）
である．この値を x1 とおくと，これは x0 より解αに近い値となる（図2）．つぎに点 P1（x1，f（x1）） 
における接線の方程式は
 （5．8）
である．この接線が x 軸と交わる x 座標は
 （5．9）






























































（m－1）xp＋（p－2）a1xp－1＋…＋2ap－3x3 ＋ap－2x2 －apn n n n
n＋1 mxp－1＋（p－1）a1xp－2＋…＋3ap－3x2 ＋2ap－2xn+ap－1n n n
x ＝
4x5 ＋3a1x4 ＋2a2x3 ＋a3x2 －a5n n n n
n＋1 5x4 ＋4a1x3 ＋3a2x2 ＋2a3xn＋a4n n n
x －xn＝
4x5 ＋3a1x4 ＋2a2x3 ＋a3x2 －a5n n n n －xnn＋1 5x4 ＋4a1x3 ＋3a2x2 ＋2a3xn＋a4n n n
＝
4x5 ＋3a1x4 ＋2a2x3 ＋a3x2 －a5－xn（5x4 +4a1x3 +3a2x2 +2a3xn＋a4）n n n n n n n
5x4 ＋4a1x3 ＋3a2x2 ＋2a3xn＋a4n n n
＝－
x5 ＋a1x4 ＋a2x3 ＋a3x2 ＋a4xn＋a5n n n n



















（m－1）xp＋（（p－1）（p－2）－1）a1xp－1＋（（p－2）（p－3）－1）a2xp－2+…＋ap－2x2 －ap－1xn－apn n n n2



















（6・5・4－1）x6 ＋（5・4・3－1）a1x5 ＋（4・3・2－1）a2x4 ＋（3・2・1－1）a3x3 －a4x2 －a5xn－a6n n n n n3
n＋1 6・5・4x3 ＋5・4･3a1x2 ＋4･3・2a2xn＋3・2・1a3n n
x ＝
（m－1）x6 ＋（5・4・3－1）a1x5 ＋（4・3・2－1）a2x4 ＋（3・2・1－1）a3x3 －a4x2－a5xn－a6n n n n n3
n＋1 mx3 ＋5・4･3a1x2 ＋4･3・2a2xn＋3・2・1a3n n
xp＋a1xp－1＋a2xp－2＋…＋ap－1x＋ap＝0






























Nx ＝x － f（xn）2 2n＋1，m＝p（p－1） n f ''（xn）
Nx ＝x － f（xn）3 3n＋1，m＝6・5・4 n f '''（xn）
Nxqn＋1
Nx ＝x － f（xn）q qn＋1，m＝p（p－1）…（p－（q－1）） n f（q）（xn）












































































































を得る．ここで m＝0，2，4 とおくと，村瀬の第 1，2，3 法の（1．3），（1．4），（1．5）が得られる．
したがって
定理 20　（5．41），（5．45） は村瀬の（1．3），（1．4），（1．5）の拡張漸化式である．
定理 21　（5．35），（5．40）を p 次方程式（2．4）に拡張すると以下の漸化式を得る．
 （2．4）
x ＝
（m－2）xp＋（（p－1）－2）a1xp－1＋（（p－2）－2）a2xp－2＋…＋（3－2）ap－3x3 －ap－1xn－2apn n n n






























（5．49）～（5．53）において，xq×分母＝分子 より 2f（x）＝0 を得る． Q.E.D.
　村瀬の拡張漸化式（5．46）～（5．48）を与えたが，その収束性が問題となる．
定義 22　村瀬の拡張漸化式（5．46）～（5．48）を  　　　で表し，特に m＝αのとき  　　　　　で表













（m－2）x6 ＋3a1x5 ＋2a2x4 ＋a3x3 －a5xn－2a6n n n n
n＋1 mx5 ＋5a1x4 ＋4a2x3 ＋3a3x2 ＋2a4xn＋a5n n n n
x ＝
（m－2）x6 ＋18a1x5 ＋10a2x4 ＋4a3x3 －2a5xn－2a6n n n n2
n＋1 mx4 ＋20a1x3 ＋12a2x2 ＋6a3xn＋2a4n n n
x ＝
（m－2）x6 ＋58a1x 5 ＋22a2x4 ＋4a3x3 －2a4x2 －2a5xn－2a6n n n n n3
n＋1 mx3 ＋60a1x2 ＋24a2x ＋6a3n n n
x ＝
（m－2）x6 ＋118a1x5 ＋22a2x 4 －2a3x3 －2a4x2 －2a5xn－2a6n n n n n4
n＋1 mx2 ＋120a1xn＋24a2n
x ＝










Nx ＝Mx ＋ f（xn）q qn＋1，m＝p（p－1）…（p－（q－1）） n＋1，m＝p（p－1）…（p－（q－1）） f （q）（xn）
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証明概略　定理 21 の証明の続きとして証明する．（5．56）の右辺を q＝1，…，5 まですべて表す．
（6－2）x6 ＋3a1x5 ＋2a2x4 ＋a3x3 －a5xn－2a6n n n n ＋ x
6 ＋a1x5 ＋a2x4 ＋a3x3 ＋a4x2 ＋a5xn＋a6n n n n n
6x5 ＋5a1x4 ＋4a2x3 ＋3a3x2 ＋2a4xn＋a5n n n n 6x5 ＋5a1x4 ＋4a2x3 ＋3a3x2 ＋2a4xn＋a5n n n n  
（5．57）
（30－2）4x6 ＋18a1x5 ＋10a2x4 ＋4a3x3 －2a5xn－2a6n n n n ＋ x
6 ＋a1x5 ＋a2x4 ＋a3x3 ＋a4x2 ＋a5xn＋a6n n n n n
30x4 ＋20a1x3 ＋12a2x2 ＋6a3x ＋2a4n n n n 30x4 ＋20a1x3 ＋12a2x2 ＋6a3x ＋2a4n n n n
 （5．58）
（120－2）x6 ＋58a1x5 ＋22a2x4 ＋4a3x3 －2a4x2 －2a5xn－2a6n n n n n
120x3 ＋60a1x2 ＋24a2x ＋6a3n n n
 （5．59）
（360－2）x6 ＋118a1x5 ＋22a2x4 －2a3x3 －2a4x2 －2a5xn－2a6n n n n n
360x2 ＋120a1x ＋24a2n n
 （5．60）
（720－2）x6 ＋118a1x5 －2a2x4 －2a3x3 －2a4x2 －2a5xn－2a6n n n n n
720x ＋120a1n
 （5．61）









x6 ＋a1x5 ＋a2x4 ＋a3x3 ＋a4x2 ＋a5xn＋a6n n n n n
120x3 ＋60a1x2 ＋24a2x ＋6a3n n n
＋
x6 ＋a1x5 ＋a2x4 ＋a3x3 ＋a4x2 ＋a5xn＋a6n n n n n
360x2 ＋120a1x ＋24a2n n
＋
























これは（5．46）の p＝3，m＝3 の場合と一致する．（5．69），（5．70）の数値計算をすると，解 x

















x3 －6x2 ＋11x－6n n
3x2 －12x ＋11n n
＝
x3 －11xn＋12n









定理 29　村瀬・ニュートンの拡張漸化式 M，Nxn＋1 とニュートンの漸化式 Nxn＋1 には次のような
関連がある．
 （5．73）
（5．73）は線分 M，Nxn＋1xn を（k－1）/k：1/k に内分する点が Nxn＋1 であるという面白い公式で
ある（三重大学　新田貴士教授による指摘）．
定義 30　f（x）の q 次導関数 f（q）（x）の最高次数の項は



















x ＝x －k f（xn） （k≠0，k∈R）q qn＋1 n ［f （q）（xn）］m
x ＝（x －k f（xn） ）
1/q





　Step 1.　p 次方程式（2．4）において，xp－1＝t により変数変換して f（t） を作る．
　Step 2.　この f（t） に対して，ニュートンの漸化式（5．1）を適用する．




















命題 34　Excelでは，16 進 6 桁で計算しているので高々 10 進約 7.2 桁の精度を持つが，出力は
浮動小数点型では 10 進 10 桁まで，E型では有効 6 桁までとなっている（永坂秀子）．
　計算は 10 桁出力で行う．
　Ａ．村瀬の第 1 法（1．3）の数値計算をExcelで行うには表 1 のようにセル内に計算式を入力する．
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　村瀬と同様に初期値 x0＝0 を入力すると表 2 のように単調増加しながら 2 に収束する．同様に
村瀬の第 2，3 法の（1．4），（1．5）の計算表を作り，x0＝0 を入力すると表 3 の第 2 法は単調増
加，表 4 の第 3 法は振動しながら解 2 に収束する．
　われわれは初期値として x0＝0 により数値計算したが，0 以外の初期値を入力すれば即座に計
算される．
表　1　X（i+1）＝SQRT（（48＋X（i）^3）/14）
A B C D
1 i x（i） ＝（48+x（i）^3）/14
2 0 x0 ＝（48+B2^3）/14
3 1 ＝SQRT（C2） ＝（48+B3^3）/14
4 2 ＝SQRT（C3） ＝（48+B4^3）/14
5 3 ＝SQRT（C4） ＝（48+B5^3）/14
6 4 ＝SQRT（C5） ＝（48+B6^3）/14
7 5 ＝SQRT（C6） ＝（48+B7^3）/14
8 6 ＝SQRT（C7） ＝（48+B8^3）/14














































A B C D E
1 i X（i） f（xi） f '（xi） f（xi）/f '（xi）
2 0 x0 ＝B2^3－14＊B2^2＋48 ＝3＊B2^2－28＊B2 ＝C2/D2
3 1 ＝B2－E2 ＝B3^3－14＊B3^2＋48 ＝3＊B3^2－28＊B3 ＝C3/D3
4 2 ＝B3－E3 ＝B4^3－14＊B4^2＋48 ＝3＊B4^2－28＊B4 ＝C4/D4
5 3 ＝B4－E4 ＝B5^3－14＊B5^2＋48 ＝3＊B5^2－28＊B5 ＝C5/D5









x3 －14x2 ＋48n n
3x2 －28xnn
＝
2x3 －14x2 －48n n
3x2 －28xnn




























































1   3.867924528
2   2.23460071
3   2.008709589












　Ｃ．Ｂと同様に f（x） を，村瀬・ニュートンの拡張漸化式（5．71）に k＝0.5 として適用する．
 （6．3）
 （6．4）





x3 －14x2 ＋48n n
3x2 －28xnn
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　 ⅰ　m＝0 の場合は村瀬の第 1 法の（1．3）である．この漸化式の解は，図 3 のように曲線 
g（x）＝x2 と 3 次曲線 h（x）＝（48＋x3）/14 との交点である．この漸化式の数列 {xn} が解 2 に収
束する様子をグラフを使いながら説明する．ここでグラフを描くのに便利なフリーソフトの
BearGraphを使用した．







































































図 3 第 1 法
　 g（x）と h（x）は  では単調増加である．0＜＿ x＜2 では g（x）＜h（x）である．
したがって初期値を x0＝0 とすると，x0 → x1 → x2 → x3 → x4 → … は単調増加しながら 2 
に収束する．グラフ上では，階段を上るようにして 4 に収束する．このような近づき方を縮小
写像という．初期値が 0＜＿ x0＜2 のときには，{xn} はこのような収束となる．初期値が 2＜x0＜
6＋2√15 のときには，g（x）＞h（x）であるから，{xn} は単調減少して 2 に収束する．
　 　図 4 は m＝－10 の場合の2曲線である．h（x）＝（48＋11x3）/（14＋10x）は x＝1.8 付近で
単調減少から，単調増加になり，同じ高さの y が 2 箇所ある．したがって 0＜＿ x0＜2 のとき，







　 ⅱ　m＝1 の場合は村瀬の第 2 法の（1．4）である．この漸化式の解は，図 5 のように曲線 
g（x）＝x2 と双曲線 h（x）＝48/（14－x）との交点である．この場合 h（x）は x＝14 が漸近線で
ある． g（x）と h（x）は 0＜＿ x＜＿6＋2√15 では単調増加であるから，ⅰ と同様にして，{xn} 
は 0＜x0＜2（2＜x0＜6＋2√15） では単調増加（単調減少）して 2 に収束する．
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　 ⅲ　m＝2 の場合は村瀬の第 3 法の（1．5）である．この漸化式の解は，図 6 のように
曲線 g（x）＝x2 と曲線
 （7．1）
　 との交点である．この場合 h（x）は x＝7 が漸近線である．また 481/3＜x のとき h（x）＜0 と









図 5 第 2 法
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の値をとらないので，x0 が不適切となり，#NUM! が表示される．0＜x＜2 のときには，
h（x）は x＝1.8 付近で増加から減少となるので，初期値が 0＜x0＜2 および 2＜x0＜481/3 のと





図 6 第 3 法
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　以上をまとめて
命題 35　村瀬の拡張漸化式（2．3）の m と解 2 に関する初期値と収束の関連は次のようになる．
ⅰ　m＝－10，－9，…，－1，0
　　　　　0＜＿ x0＜2 のとき，単調増加しながら 2 に収束する．
　　　　　2＜x0＜6＋2√15 のとき，単調減少しながら 2 に収束する．
ⅱ　m＝1
　　　　　0＜＿  x0＜2 のとき，単調増加しながら 2 に収束する．
　　　　　2＜x0＜6＋2√15 のとき，単調減少しながら 2 に収束する．
ⅲ　m＝2，3，4




いる．定理 35 および系 36 はこの主張を裏付けている．
　われわれは m＝5 のとき，0 ＜＿ x0 ＜（48/4）1/3 （x0≠2）で村瀬の拡張漸化式が 2 に収束すること
を確認できない．
命題 37 ⅰ ニュートン法（5．1）は，初期値αが f '（α）＝0 のとき解は求まらない．α以外の初
期値では何れかの解に収束するが（単調増加，単調減少とは限らない），必ずしも初期値に近い解
に収束するとはいえない．すなわち初期値を捜すのが困難である．
ⅱ 村瀬の 3 次方程式のニュートンの漸化式（6．2）の場合，初期値を x0＝0 とすると f '（0）＝0 に
なり，表 6 のようにエラーとなる．したがって初期値を x0＝0.1，0.2 とすると表 7，8 のように 2 
以外の解に収束する．x0＝0.3 のとき 2 に収束する．
　収束の速さ（反復回数）　村瀬 （1．3），（1．4），（1．5） では，表 2，3，4 のように x0＝0 から出発
した場合，14，9，10 回の反復で解 2 を得る．ニュートンの漸化式（6．2）が収束したときと同じ初
期値 x0＝0.3 とした場合も，解 2 を得るまでの反復回数は同じ 14，9，10 回である．
　一方，ニュートン法（5．1）では初期値をうまく選ぶと，村瀬の漸化式より反復回数が少なくて収
束が速い．表 9，10 のように初期値を x0＝0.3，0.4 にすると，5 回目で解 2 を得る．
命題 38　村瀬・ニュートンの拡張漸化式（6．4）は（5．71）に於いて k＝0.5 の場合であり，表 13 
～表 19 のように収束が遅い．
村瀬義益の３次方程式の逐次近似法の拡張定理とニュートン法の拡張定理の関連について88
　k≠1 のときは，おそらく k＝1 のときより収束が遅いと思われる．以上の数値計算実験より




　①　村瀬は，第 1，2 法の漸化式により，数値計算を行い解を 2 としている．第 3 法では漸化








しかも実用的である．定理 35 および系 36 で述べたように，第 1，2，3 法は m＝－10，－9，…，










ブリッグス ニュートン 関　孝和 ラフソン
発　　　見 1631年以前 1669年頃 1685年以前 1690年頃
適用方程式 x^3－3x＋A＝0 任意の低次方程式 任意次数方程式
反復の適用 最初から 途中から 最初から
反復多項式 与えられた多項式 変化する 与えられた多項式
補正の計算 差分による展開式 2 項定理を繰り返す 組み立て除法 関数値と導関数値

























このとき {an} の極限値は √A となる．1641年の『新編諸算記』は，この漸化式を 2 回使って 





























































２ 　礒村吉徳（？－1710）は，1659年に『算法闕疑抄（けつぎしょう）』初版全 5 卷を著す．本書は「和算初期（天
元術以前）の集大成と言える書物である．算盤算法の最高峰を詳しく丁寧に解説し，多くの人に読まれた．第 4 卷







練習問題 1 　（1．4）の漸化式を表 1 のようにExcelで式を入力して計算しなさい．
練習問題 2 　（1．5）の漸化式を表 1 のようにExcelで式を入力して計算しなさい．
練習問題 3 　√2 をニュートン法の漸化式を使い，パソコンで求めなさい．
練習問題 4 　√2 を村瀬の拡張漸化式を使い，パソコンで求めなさい．
練習問題 5 　－31/3 をニュートン法の漸化式を使い，パソコンで求めなさい．
練習問題 6 　－31/3 を村瀬の拡張漸化式を使い，パソコンで求めなさい．
練習問題 7　以下の課題を行いなさい．
　⑴　具体的な実数解をもつ 4 次方程式を自分で作りなさい．












練習問題 8　練習問題 7の ⑴ の 4 次方程式に対して，ニュートン法の漸化式（5．1）を用いてパ
ソコンで数値計算して解を求めなさい．




練習問題 11　練習問題 7 の ⑵ ① ～ ⑪ の数値計算に対して，解の収束する様子を，図 3 の村瀬の
第 1 法のようにグラフを描いて観察しなさい．
村瀬義益の３次方程式の逐次近似法の拡張定理とニュートン法の拡張定理の関連について92
練習問題 12　練習問題 8 のニュートン法の計算に対して，解の収束する様子を，図 3 の村瀬の
第 1 法のようにグラフを描いて観察しなさい． 
練習問題 13　Excelのグラフ機能を使い，表 2 第 1 法～表 4 第 3 法の解に近づく様子を，折れ
線の相対誤差曲線（知らない場合は自分で調べなさい）で表しなさい．





難しい（？）研究課題 2　練習問題 7 の ⑵ の数値計算 ① ～ ⑪ の収束の速さを比較せよ．また何故，
漸化式の違いにより収束の速さが異なるのか原因を考察せよ．
高級な研究課題 3　漸化式（2．3）は x の項が存在しない特殊な 3 次方程式（1．2）から得られる．
それでは x の項が存在する一般の 3 次方程定式
 （2．10）
に対して，（2．5）の p＝3 のときとは別の一般の漸化式を§5 の F の手順を使い，分母に a1，a2，
分子に a2，a3 があるように求めよ．
難しい（？）研究課題 4　系 36 の次に述べたように，村瀬の拡張漸化式（2．3）で m＝5 のとき，
0＜＿ x0＜（48/4）1/3（x0≠2）で 2 に収束することを確認できない．この原因を究明せよ．
研究課題 5　本稿のいたる所で与えた漸化式 xn＋1 に対して
 （10．1）
を求め，これらの漸化式の収束の速さを評価せよ．
応用研究課題 6　世の中には，村瀬が「囲炉裏の太さと体積」に関する 3 次方程式から，3 つのタ
イプの漸化式を導いたような現象が多く存在するであろう．
　① 　実例から 2 次方程式を導き，タイプ別の漸化式を作れ．次にこれらの漸化式から，拡張漸化
式を作れ．
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